Associagdo de Professores de Matematica

Contactos:
APM Rua Dr. Jodo Couto, n.° 27-A
Associagao de Professores de Matematica 1500-23 6 Lisboa

Tel.: +351 21 716 36 90 /21 711 03 77
Fax: +351 21 716 64 24

http://www.apm.pt
email: geral@apm.pt

PROPOSTA DE RESOLUCAO DA PROVA DE MATEMATICA A DO ENSINO
SECUNDARIO
(CODIGO DA PROVA 635) — 1 FASE — 23 DE JUNHO 2015

Grupo I

Os dois rapazes devem estar sentados nas extremidades do banco. H4 2 maneiras de isso
acontecer. As 4 raparigas podem estar sentadas nos 4 lugares do meio. H4 4! maneiras de elas se
sentarem.

Logo:2x4! = 48

A opgao correta é:

Versao 1 | (O)
Versdao 2 | (B)

Como:

P(B) =0,7¢ P(B) =1—P(B), temosP(B) =1—-0,7=0,3

Assim:

P(AUB)=P(A4)+P(B)-P(ANnB)< P(ANnB)=P(A4)+P(B)-P(AUB) &
& P(ANB)=0,4+0,3-0,5< P(4ANB)=0,2

Entao:

P(Zufa):P(AmB):1—P(AmB)=1—o,2=0,8

A opgao correta é:

Versao 1 | (O)
Versdao 2 | (B)

3k 3k
log (3) = log;, (?) =log;(3*2) =k -2

A opgao correta é:

Versdao 1 | (B)
Versdao 2 | (A)
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Como:
limu, =lim(n?) = +o
Entdo lim f (u, )= lim [”1‘” ]: lim
A opcao correta €:
Versdao 1 | (A)
Versdao 2 | (D)

(1

X

|

+ lim

X—>too

(

Inx

X

)=0+0:0

A area do quadrilatero [ABCD] pode ser obtida subtraindo a area do triangulo [OAB] a

5.
area do triangulo [OCD].
Assim:
CDX0C tgox X1 tg«
Aoeo) =5 =75 =73
ABXOB sen < X cos &
A[AOB] = 2 = 2
Logo:
tg X sen « X cos X
A[ABCD] = A[OCD] - A[AOB] = 2 - 2
E como:
sen(2 «)
sen « X coS X= —
Temos que:
sen(2«)
tg « 5 tg x sen(2 «)
A[ABCD]= 2 - 2 = 2 - 4
A opgao correta é:
Versao 1 | (B)
Versao 2 | (O)
6.

Temos que:

lz+4—-4i|=3e|z—(—4+4i)| =3
Entdo esta condi¢ao representa no plano complexo o conjunto dos pontos cuja distdncia ao
ponto de coordenadas (-4,4) € igual a 3, ou seja a circunferéncia de centro em (-4,4) e raio 3.

.~ 3 . . ~
A condigdo % <arg(z) < Tn representa o conjunto de pontos cujos argumentos estao

. T 3w
compreendldos entre E (S T'

Assim, fazendo a interse¢ao dos dois conjuntos, obtemos a semicircunferéncia representada

na figura:
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Como:

perimetro da circunferéncia = 2XnX3 = 6m

. . ., 6
Entdo o comprimento pedido ¢é 7” =3m

A opgao correta é:

Como o tridngulo [ABC] é equilatero entio o dngulo ABC tem de amplitude 60°.

Como o ponto B de coordenadas (1,0), pertence a esta reta, temos:

Versao 1 | (O)
Versdao 2 | (B)
7.
Assim o declive da reta AB ¢é:
m = tg(60°) =3
Logo a reta AB serd uma reta do tipo:
y=+v3x+b
0=V3xl+beob=-3
Logo a reta AB tem por equagao:
y=+vV3x -3
A opgao correta é:
Versao 1 | (D)
Versao 2 | (O)
8.

U, =—3u; +2=-3a+2

U3 =—-3u,+2=-3(-3a+2)+2=9a—-4

A opgao correta é:

Versao 1

(B)

Versao 2

©)

A 4
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Grupo IT
1. Seja wy=-2+2i"
Como i =i""xi’ =i’ =—ivemw =242 " ©w =242 X(-i) & w =-2-2i.

Tem-se que:

.+ bol=(2+ (2 =B =242

« Sendo € um argumento de w,, como @€ 3°quadrantee fg 6 =1, vem

Assim, w, = 22 cis [57”]

Substituindo vem:

. (57 . (57
242 2@”[4) 20”(4) e
= = = =2cis 7—9

z= =
\/5 cis @ \/5 cis @ cis @

Para que z =2cis (STH - 9) seja um imaginario puro, tera de ser verdadeira a igualdade

S 9T kr ke,
4 2

Tem-se entao:

ST g kmkel o-0=""3" iir kel @—0:—37”“«7:, kel @9:37”—1(7:, kel

Como se pretendem os valores de € pertencentes ao intervalo]O, Zﬂ[vamos atribuir valores

inteiros a k.

Para k=0 vem 9:37”

Para f =-1 vem 0=%+7z<:>0:%[.

Como A€ ]O, 275[ os valores de € sdo entdo 37” e %[ .
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2.1. Sejam:
H: “o funcionario escolhido ¢ homem” e C: “o funcionario escolhido reside em Coimbra”
_ P (ﬁ N C)
Pretende-se calcular P(H |C ) S S
P(C)

Como 60% dos funciondrios da empresa residem fora de Coimbra, tem-se P(Z’) =0,6

Como o niimero de homens ¢ igual ao nimero de mulheres, tem-se P(H ) =P (H ) =0,5
Como 30% dos homens residem fora de Coimbra, tem-se P((_?|H ) =0,3
Determinemos P((_7 NH ) :

P(CnH)

P(H)

P(C|H)=03e =0,3 P(CNH)=0,3xP(H) < P(CNH)=0,3x0,5=0,15
Determinemos P(H NC):

P(CAH)+P(HAC)=P(H)e P(HAC)=P(H)-P(CAH)o P(HAC)=0,50-0,15 &
& P(HNC)=0,35

Determinemos P(Em C ):
Como P(E’) =0,6 entdo, P(C) :l—P((_I) =0,4

P(HNC)+P(HNC)=P(C) & P(HNC)=P(C)-P(HNC) e P(HNC)=0,40-0,35
& P(HNC)=0,05
P(EOC)_0,0S_ 1

=2 =0,125=—.
P(C) 0,40 8

Assim, P(E|C)=
A probabilidade de o funcionario escolhido dessa empresa ser mulher, sabendo que reside

em Coimbra ¢ é .
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2.2. Seja C o acontecimento “O funciondrio escolhido reside em Coimbra”. Sabe-se que

P(C ) =0,4. Como a empresa tem oitenta funciondrios, entdo, 32 residem em Coimbra,

pois 0,4x80 =32.
Pretende-se determinar a probabilidade de, num grupo de trés funcionarios, escolhidos ao
acaso, haver no maximo dois a residirem em Coimbra, ou seja haver dois, ou um, ou

nenhum a residirem em Coimbra.

O numero de casos possiveis é dado por **C, que corresponde ao niimero de grupos que é
3

possivel formar com trés funcionarios escolhidos de entre os 80 funciondrios da empresa.

O ntimero de casos favoraveis ¢ dado por “C, — *C,em que:
o 80C3 representa o numero total de grupos (n° de casos possiveis);

e ¥C, representa o nimero de grupos de trés funcionarios escolhidos de entre os 32 que
residem em Coimbra.
Assim, a diferenga 80C3 — 32C3 corresponde ao niimero de grupos de trés funcionarios,

sendo que, em cada grupo, existem no maximo dois funcionarios a residir em Coimbra.
De acordo com a regra de Laplace, a probabilidade de um acontecimento ¢ dada pelo
quociente entre o nimero de casos favoraveis a realizagdo desse acontecimento € 0 nimero

de casos possiveis, quando estes sao todos equiprovaveis e o espago de resultados € finito.

80C _ 32C
Portanto, a probabilidade pedida ¢ dada por ———.
C3

3.1. Determinemos o raio da esfera, r.
Sabe-se que a distancia do ponto P a base do recipiente € 16 cm.

Por outro lado a distancia, em centimetros, do centro da esfera ao ponto P ¢ dada em funcdo de

t, por d (l‘) = 10+(5—t)e4)’05t. No instante inicial a esfera encontra-se na base do recipiente,

pelo que a distancia do centro da base ao ponto P ¢ dado por :

d(0)=10+(5-0)e
=10+5
=15

Assim, o raio da esfera ¢ dado por:
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r=(16-15) cm

=l cm
, 4
O volume da esfera ¢ dado por V' = §7Z'><1 .

O valor do volume arredondado as centésimas ¢ dado por V = 4,19 cm’.

3.2. Para determinar o instante em que a distdncia do centro da esfera ao ponto P ¢ minima,
comecemos por determinar a expressdo analitica da primeira derivada de d.
d'(t)=(5-1)'e™™ +(*")(5-1)=
= — % _0,05¢7% (5—¢)
=e "% (=1-0,25+0,05¢)
=e """ (-1,25+0,05¢).

Como D,=R" e d'(t)=¢"" (~1,25+0,05¢) entdo a fungdo @’ tem dominio R*

d'(t)=0Arte D, & e (=1,25+0,05/)=0Ate D, < -1,25+0,05t=0At€ D, <
1,25
0,05

=t

Ate D, < t=125

Sinal de d': Como ¢ é sempre positivo entdo o sinal de d '(t) depende apenas do sinal

de (—1,25+0,05¢). Assim,

1,25
d'(t)>0/\teDd,«:»—1,25+0,05t>0/\teDd,(:)t> —AteD, < 1t>25

b

Tabela
t 0 25 400
d' - - 0 +
d |15 N, d2s)
Conclusio:

A distancia do centro da esfera ao ponto P ¢ minima no instantez = 25 segundos.
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4.

. , . 1 : N ,
4.1. A fungio f'¢ continua no intervalo }—oo,z[ por ser o quociente de duas fungdes continuas.

< s , . 1 N .
A funcgdo f'¢ continua no intervalo }E,+ oo[ por ser o produto de duas fungdes continuas.

1
Uma vez que a fungdo /¢ continua em R\ {%}, apenas a reta de equagdo x = 5 podera ser

assintota vertical do grafico de f.

Tem-se:

ex—\/;

. - .0
; indeterminagdo do tipo —
2x—1 0

lir}gf(x) = lim

X—— xX——
2 2

Fazendo a mudanga de variavel: y=x —% Sx=y+ E

1 ~ _ .
Como x — 5 entdo y — 0~ e assim,

Lol

1
y+— 5
ex—\/g e *-e? . ez(ey_l)

S [P lim | s = lim | =
-l T - 2X(y+2]_1 sl 2y

=—Xl=—/ (1) limite notavel

Como [ ¢é continua a direita de % , pois lim f(x)=f [%] e lim f(x)e R, conclui-se assim
1t 1~

x——
2 2

que o grafico de fndo admite assintotas verticais.

: 1 . , .
4.2. Para efetuar, no intervalo }Eﬁo{, o estudo das concavidades do grafico de f'e averiguar a

existéncia de pontos de inflexdo, determinemos a expressdo analitica da segunda derivada

de fnaquele intervalo.

Célculo da primeira derivada:
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f(x) = [(x+1)lnx]‘
=(x+1) Inx+(x+1)(Inx)

zlnx+(x+l)l
X

Célculo da segunda derivada:

’

F"(x) =[lnx+(x+l)l}

X
:(lnx)'+[1+lj
X
_1o1
X x2
_ox-1
==

. . : 1
Determinemos os zeros da segunda derivada de f no intervalo }E, +o<{ .

f'(x)=0 &=—=0

Sx—1=0Ax"#0

Sx=1
: ” : 1 4
Assim, o zero de f” no intervalo 5’+°o ex=1.

Estudemos o sinal de f”

x| 2 1 +
2

f" _ 0 +

f e 0 U

Por observacdo da tabela, conclui-se que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo

1 : . .
em ]5,1} e tem a concavidade voltada para cima no intervalo [1,+oo[. O gréfico de f tem um

ponto de inflexdo de coordenadas (1,0).
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4.3. Consideremos agora a fun¢do f, definida apenas em}%, +o<{
Definamos a fungo / por meio de A (x) = f'(x)—-3

s o , 1 . ~ ,
A fungdo 4 é continua em }E, +o<{p0r ser a diferenca de duas fungdes continuas:

— a fungdo produto de uma funcdo afim y =x+1 por uma funcdo logaritmica y = In x;

— a fungdo constante y =3.

< 1. . 1 .
Entdo 4 € continua em[l,e] C }Eﬁ-w[. Temos também

h(l)=f(1)-3=0-3=-3;h(e)=(e+])lne-3=e+1-3=¢-2.
Ora h(1)xh(e)<0

Como a fun¢do 4 € continua em [l,e] e h(l)Xh(e) < 0 entdo, pelo corolario do teorema de

Bolzano, podemos afirmar que existe pelo menos um ponto ¢ do intervalo [1,¢[ tal que A(c) = 0.
Usando a calculadora grafica tentemos determinar aproximadamente tal ponto c.
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Na janela de visualizagdo indicada, em que no eixo dos XX incluimos um intervalo que contém
o intervalo [1,¢[ , obtemos o grafico indicado. Observamos que a fungo A tem apenas um zero o

que corresponde a realidade pois no intervalo [l,e]a funcdo 4 ¢ estritamente crescente e €

continua, logo a solucdo da equagao h(x) =0 ¢ Unica.

Concluimos assim que no intervalo [l,e]a equacdo f (x) = 3tem uma s6 solucao

x=a com a=241

5. 1. Como o plano que se procura € paralelo ao plano a entdo um vetor normal ao plano sera
n = (1,-2,1)pelo que a equagdo do plano é x — 2y +z+d = 0.

Como o ponto A pertence ao plano temos que
0-2x0+2+d=0 & d=-2
Assim, temos que uma possivel equacao do plano que passa no ponto A e ¢ paralelo ao plano
aé:
x—2y+z—-2=0

5.2. Dado que o segmento de reta AB] é didmetro da superficie esférica entdo o ponto médio
deste segmento sera o centro da circunferéncia, pelo que
C = Mg, isto é C(2,0,1)
Além disso, o raio da superficie esférica sera
r=AC e r=4,(0-2)2+(0-0)2+ (1—2)2
or=v4+1
er=15

Assim, temos que uma equagao da superficie esférica sera

(x—2)24+y2+(z—-1)?>=5
5.3.1* resolucio
Tendo em conta que
AB.4P = ||AB||x|[4P||xcos(BAP) &
& 4B. 4P = |[4B||x||4P | xcos (3)

calculemos A e AP ¢ as respetivas normas
AB = (4,0,0) - (0,0,2) = (4,0,~2)
AP = (4,y,0) — (0,0,2) = (4,,-2)

| 4B|| = /4% + 02 + (=2)2 = V20

|14P|| = 42 + y2 + (=2)% = /20 + y2.
Assim, vem que

AB. AP = |[4B||x|[4P||xcos (5) &

1
& (4,0,-2). (4,y,-2) = V20x,/20 + y2x§
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1
& 16 + 4 = 2V5%,/20 +y?x 7

20
& — =,/20 + y2
NG y

e elevando ambos os membros ao quadrado obtemos

400
& 60 = y?
&y =+V60

Como y > 0 entdo y = V60 e assim se conclui que a ordenada do ponto P ¢ V60.
2% resolucio

Como B(4,0,0) e P(4,,0), com y >0, o vetor BP tem coordenadas (0,,0). Assim, o

vetor BP é um vetor normal ao plano xOz, pelo que a reta BP é perpendicular a esse plano.
Deste modo, BP ¢ perpendicular a todas as retas do plano xOz, logo é perpendicular a reta
AB c x0Oz.

Concluimos assim que o tridngulo [4BP] ¢ retangulo em B.

A T ~ , . .
Sabe-se que BAP = 3 entdo através da trigonometria do

triangulo retangulo tem-se:

o _|7
3 - —
18|

Como HZEH=\/% GHEEHZHJ}H:% poisy >0, entéotg%zL <:>y=\/§><x/% @y:@

J20

Daqui conclui-se que y = vV60.

6. Como a reta r é tangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa a entdio m,. = f'(a).
Assim, f'(x) = (1 — cos(3x))" & f'(x) = 3sen(3x) e portanto m, = f'(a) &
© m, = 3sen (3a).

Além disso, sendo a reta s tangente ao grafico da fungdo g no ponto de abcissa a + % entao
ms=g'(a+ g).
Como g'(x) = (sen(3x))" & g'(x) = 3cos (3x) temos que

) T Vs T
mg=g (a+g)=>ms =3cos(3(a+g)) S mg =3cos(3a+§) & mg = —3sen(3a)

Como as retas r e s sdo perpendiculares entio
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" 1
m, =~ — & 3sen(3a) = " “3sen(3a)
S

& 9sen?(3a) =1

1
& sen?(3a) = 5

1
< sen(3a) = + 5
1

< sen(3a) = i§

Como g <a< g o n1<3a< 3;” entdo conclui-se que 3a € 32Q pelo que sen(3a) < 0.

1 ’
Logo, sen(3a) = —3 > como pretendiamos demonstrar.
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